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Estos son los nueve limites planetarios y el estado en que se
encuentran

Hasta 1926, el parque de Yellowstone habia sido un lugar relativamente estable.
A pesar de la dureza de sus inviernos y la constante actividad volcanica, los
ciclos ecolégicos se desarrollaban con normalidad. Hasta 1926. Aquel afio, un
grupo de cazadores acabé con la dltima manada de lobos grises que dominaba
el primer parque natural de EE UU. Aquel hecho se entendi6é entonces como
un éxito de la politica de control de predadores y alimanas del pais. Pero las

consecuencias no se vieron venir. [...]

Asi, en un efecto cascada que hasta entonces era desconocido, el ecosistema
de Yellowstone sufrié un cambio radical. La degradacion del entorno intenté
frenarse de varias maneras, pero al final la Gnica solucion fue reintroducir
los lobos. Al eliminar al depredador, el ser humano habia superado un limite
invisible que nadie habia percibido. La desaparicion del lobo marcé un punto
de inflexion. Su reintroduccion en 1990, también. En menos de dos décadas, el

parque volvio a ser lo que era.

Como en Yellowstone, el planeta tiene sus limites. La flexibilidad y la
adaptabilidad de la vida es increible, pero el conjunto de interacciones
complejas que forman los ecosistemas y, en Gltima instancia, el sistema de
la Tierra, no pueden presionarse hasta el infinito sin esperar consecuencias.
Sin sufrir efectos en cascada que acaben con la relativa estabilidad de la que

hemos disfrutado los seres humanos hasta ahora.

Partiendo de esta idea, el Centro de Resiliencia de Estocolmo desarrollé en
2009 el concepto de limites planetarios. Identificé nueve procesos clave para
la estabilidad de la Tierra y los umbrales que no deberian sobrepasarse para
mantenerla. Desde entonces, se ha trabajado para entenderlos mejor y
cuantificarlos. Las noticias no son demasiado buenas: cinco de los nueve
limites ya han sido superados.

FUeNTE: bbva.com (23 de febrero de 2022)

:Qué ocurrié en Yellowstone en 19267 ;Qué consecuencias tuvo?

Explicad qué significa el concepto de limites planetarios y buscad
informacion sobre los que ya se han superado. Debatid sobre como se
podria haber evitado.

Analizad qué similitudes y diferencias tiene este concepto con el de limite
que estudiais en Matematicas.



o BLOQUE. FUNCIONES

o Concepto de limite

1.1. Limites en el infinito

Rita estd leyendo una noticia sobre el cambio climatico en la que se presenta
una grafica que muestra cuanto tiempo permaneceria el CO, en la atmosfera si
hubiéramos dejado de quemar combustibles fosiles en 2021 o si lo hiciéramos
20 afos después.

Mirando la grafica se pregunta  ppm
si el CO, desapareceria en 3387
algin momento o si habria una  4q-

cantidad que no desapareceria 380

nunca. 360+
. . 340
Para averiguarlo, analiza el 354

comportamiento de ambas 300
funciones a lo largo del tiempo.

1850 1900 1950 2000 2050 2100 2150 2200 Afio

En el caso de haber dejado de utilizar combustibles fosiles en 2021 parece que
el CO, tendera a 320 ppm, mientras que si observamos la grafica de la funcion
discontinua puede parecer que se estabilizara alrededor de 340 ppm.

En ambos casos Rita ha analizado el limite de cada funcién cuando x tiende a +o0, y
escribe que:

lim f(x) =320y lim g(x) = 340

X—+ 00 X—+ 00

El limite de una funcién cuando x tiende a +00, es el valor que toma dicha funcion
al estudiar su comportamiento para valores cada vez mayores.

Se escribe: lim f(x)

X—+00

El resultado de este limite puede ser +0o0, —oo, un nimero o no existir. Por ejemplo:

Y /‘f

Q1x X
| | \7
lim f(x) = +o00 lim f(x) = —o0
Y| Y
1 1 f
————— ‘1“} ————— VA AN /N
B x T U
2+ ‘72 1
limf(x) =-2 No existe lim f(x).

X—+ 00 X—+ 00



Analogamente, el limite de una funcién cuando x tiende a —oo, es el valor que
toma dicha funcion al estudiar su comportamiento para valores cada vez menores.

Se escribe: lim f(x)

X——00

El resultado de este limite puede ser +0o0, —oo, un nimero o no existir. Por ejemplo:

‘\ Y| Y| f
1+ 1+
T T T T T T WSNTQ T T T T T T T | ’TI T T T T T TX
1 ; /1
lim £ (x) = +00 lim f(x) = —00
Y Y|
+ > > i ;: j i
+ ’I__
Pl L = o 1 X
lim f(x) = —1 No existe lim f(x).

X——00

1.2. Limites en un punto

X——00

Aunque una funcidon no esté definida en un punto, podemos estudiar su
comportamiento para valores proximos a él. Definimos asi los limites laterales.

El limite de una funcién cuando x tiende a un punto a por la izquierda, es el valor
que toma dicha funcion para valores proximos al punto, pero menores que él.

Se escribe: lim f (x)

x—a
El limite de una funcién cuando x tiende a un punto a por la derecha, es el valor
que toma dicha funcion para valores proximos al punto, pero mayores que él.

Se escribe limf(x)

x—a

En ambos casos, su resultado puede ser +00, —co 0 un nimero. Por ejemplo:

Yl )l Y[ vl f
EEEhZS N e
— lo“1l ‘ —— — 10“1 ‘ — — :O“11 g
| /f \ | 1
lim f (x) = +o00 lim f(x) = —o0 lim f(x) = —1
YT v/ Y] /,c
+ /0 1/ +
1/ EEEnzE =
1‘ ~ 11:077111::1 :110”1::‘1:1)(
BRI v AT
limf(x) =400 limf(x)=—o0 limf(x) =2

Presta atencion

El limite de una funcién en el
infinito no tiene por qué coincidir
en +0o0 y en —o0.

1. Limites. Aplicaciones °



Presta atencion

Puede existir el limite en un punto
sin tener que estar definida la
funcién en ese punto o que lo
esté, pero tome un valor distinto
al que tiende la funcion en él.

Lenguaje matematico

Al definir el limite de una funcion,
podemos utilizar estos simbolos y
expresiones:

® VY, se lee para todo.
® 7 se lee existe.
e |, se lee tal que.
® |x —a|=d(x, a)

0 BLOQUE. FUNCIONES

Para que exista el limite en un punto, los limites laterales tienen que ser iguales y
finitos.

limf(x) = —1 No existe Iin‘Z\f(x). No existe limf (x).

x—2 x—2

El limite de la funcion cuando x tiende a un punto x = a, es el valor que toma
dicha funcion para valores proximos al punto, tanto mayores como menores que
él. Se escribe: limf (x)

Xx—a

1.3. Definicion de limite

Como hemos visto, el limite de una funcién cuando x tiende a +oo (0 —o0), es el
valor que toma dicha funcion al estudiar su comportamiento para valores cada vez
mayores (o menores). Puede ser finito o infinito.

De este modo, definimos:

e Limite finito de una funcién cuando x tiende a infinito

limf(x)=L ( limf(x) = L)si para todo € > O existe M > 0 (M < O) tal que para

X—+00

todo x > M (x < M) perteneciente al dominio de f, se cumple que: [f0) — L| < ¢

X——00

e Limite infinito de una funcién cuando x tiende a infinito

lim f(x) =+o0 ( lim f(x) = —oo) si para todo nimero n € R, podemos
encontrar M > O tal que si x > M se cumple que: f(x) > n (f(x) < n)
limf(x) =400 [ limf(x)= —oo) si para todo nimero n € R, podemos

X——00 ( X——00

encontrar M < O tal que si x < M se cumple que: f(x) > n (f(x) < n)

Para encontrar el limite de una funcién cuando x tiende a un punto tenemos que
observar qué valores toma la funcion en un intervalo muy pequefio alrededor del
punto, es decir, para valores muy proéximos a x cuanto vale y. Puede ser:

¢ Limite por la derecha (o por la izquierda) en x =a

limf(x) = L( limf(x) =L |siparatodoe > 0 existeund > O tal que para todo

x—a

x > a (x < a) del dominio de f, con O < |x — a| < d entonces: [f(x) — L| < ¢

Xx—a

e Limiteenx=a

limf(x) =L si paratodo e > O existe und > O tal que, para todo x del dominio
de f,con 0 < |[x — a| < d entonces: [f) — L| < ¢
imf(x)=L=limf(x).

+
a

Observa que limf(x) = Lsiy solosi |

— x—a

® Limite infinitoenx=a

limf(x) =+oo( limf(x) =—oo |siparatodon € R existe un § > O tal que, para

todo x perteneciente al dominio de f, con O < |x — a| < & entonces: f(x) > n
(fO) < n)



Actividades

&

O . P 2 .
o 5 Relaciona las siguientes graficas con los posibles

valores de los limites indicados.

a) Y| c) Y|
i f 1
1+ 1L

T T T i ‘i I ! IX T T \Q_ | T T \X

1 1 f

b)

() lim f(x) =400 @

X—+ 00

) lim f(x) = —o0 )

X—+ 00

X——00

X——00

lim f(x) = —o0

lim f(x) = —2

0 o o o op
J Indica el limite de la funcién en cada caso.

@

e

O . . P P
o o Escribe las expresiones de los limites de las siguientes

funciones.
a) 1 Y|
L f
T T T i /IQ\ 'jl T T T T T X
b) Y

Representa una funciéon que cumpla que:
limf(x)=3 ® limf(x) =—1

X——00 x—0

lim f(x) = +00 o f(O)=1

X—+ 00

Representa una funcion que cumpla que:
limf(x)=2

x——1"

® |limf(x)=—-o0

x——1t

¢ limf(x)=+o00

X——00

® no existe lim f(x).

X—+ 00

Ejercicio resuelto

o Aplica la definicion de limite para demostrar que:

lim2x+1) =3

x—1

Solucion

Tenemos que demostrar que, para cualquier € > 0

hay un 8 > 0, de forma que cualquier valor x
0 < |x — 1] < 8, cumple que: [f0) — L| < &

Sie > 0,y tomamos § = —, se cumple que:
2

con

Cualquier valor x tal que |[x — 1| < & = — verifica que:
2

[f) — L|=12x+1—3|=]2x — 2| =

€
=2 x—1<2-8=2-—=¢
2

lim(3x+5)=2

x——1

o E Aplica la definicion de limite para demostrar que:

Desafio matematico

Y,,
1
~ 91 x
a) limf(x) d) limf(x)
B) lim fCx) e) ﬁ?wgf(x)
c) limf(x) f) f(0)
e @ Indica el limite de la funcion en los siguientes casos.
Y__
1 . f
.l
————— 1 BREEE
a) lim £ () d) limf(x)
b) lim f(x) e) Iin;f(x)
c) limf(x) f) f(2)

x—2"

o Aplica la definicion para demostrar que: lim

3

x~>+ooX_5

=0

1. Limites. Aplicaciones °



@ BLOQUE. FUNCIONES

e Operaciones con limites. Calculo
de limites

2.1. Operaciones con limites

El lince ibérico estad en grave riesgo de extincion aunque, gracias a unas buenas
medidas de ayuda que incluyen el aumento de zonas para que habiten y centros
de cria, se estd consiguiendo aumentar su poblacion. Se ha modelizado su cria

' ' 2t° —3t+3
en dos de estos centros mediante las funciones ft)= ————-30 y
t"+1
NVt -2t+9
g(t) =12 — ——— y quieren saber a qué tenderad dicha cria de ambos.

t+1
Al hallar cada limite comprobamos que en el primer centro tiende a 60 y en el

2t° —3t+3 V' =2t+9
segundo, a 11, luego: lm| ——-30+12—— | =
e t? +1 t+1
2t? —3t+3 Nt —=2t+9
= lim| ——— 30 [+ lm|12———— | =60+ 11=77
tor o tt +1 toree t+1

Como ocurre con los nimeros reales, podemos realizar operaciones con limites,
siendo t un nimero real o +0o0. De este modo, tenemos que:

FO limfOo
o Iim(f(x)£g(x)) =Ilimf(x)£limg(x) e lim ==
x—t x—t x—t x—t g(x) IiTg(X)

lim g(x)

o im0 - gl = imf (x) - limg(x) o lim(f ()™ :(nmf(x))H

2.2. Calculo de limites

Para resolver un limite analiticamente, primero calculamos el valor de la expresion
cuando x tiende al valor indicado, teniendo en cuenta que si tiende a —oo, se puede
resolver directamente o sustituyendo las x por —x y calculando el limite cuando
x tiende a +oo. Al resolverlos se obtienen diferentes resultados. En esta tabla se
muestran los mas frecuentes.

co+k=00—k=00 Sik > 0: ook =00
Suma o resta 400 + 00 = +00: B 1 1 0
’ o0 = = — =
—00 — 00 = —00 o 00
o o0 - k=00 (k#0) Sik > 1: k™ =00
Multiplicacion
00 - 00 =00 Potencia SiO<k<l:kt~=0
o
7=oo(k¢0) (+00)+* = 00
Division k k 1 :
;=076:OO (+o0) ¥ =—=—=0
+00)™ 4+
(k= 0) (roo) >

Al realizar algunas operaciones con limites no obtenemos un valor determinado. En
estos casos, las expresiones que resultan se llaman indeterminaciones. Podemos
obtener las siguientes:

00 0
— 00 — 00 10 — 0° 0-00 o0
00 0



xO
Indeterminaciones del tipo —

o0
2
. XX+ . .
Si queremos calcular lim ————, y utilizamos las operaciones anteriores resulta:
e 37 45
: lim (¢ +x +2)
X +x+2 Imix +Xx+ %) ) L
lim = 2= = | — |, que es una indeterminacion.
—+ 00 2 H 2
<3¢ 45 lim(3¢ +5) oo

X—+ 00
Para resolverla, dividimos el numerador y el denominador por la mayor potencia de
x que aparezca en el cociente, en este caso x%, simplificamos y calculamos el limite:

2
X X 2 1 1 1
X+ x+2 S to Tt tet S 15040 1
m — = limX—X X — |im X X - =_
e 3y 4§ oo 3y 5 X0 5 3+0 3
+— 3+ —
2 2 2
X X X

Dependiendo del grado de las funciones polinémicas que forman el cociente,
podemos obtener diferentes resultados. Por ejemplo:

' x 2 1 2
ax+2 | oo Tttt I+=+—
lm ————=| — | = lim >——— = lim —*——"— = +o0
> 3x" 45 oo 7 3x 5 > 3 5
a4 24
X X X X
X x 2 T 1 2
—+—+— —+—+—
. X +x+2 00 o3 e Cx P 0
im————=|— = lm>——— = lm*——"-=—-=0
= 3% +5 co] 7 3x 5 e 5 3
+ — 3+ —
3 3 3
X X X
Indeterminaciones del tipo co — co
| x* =3 2x* —5x
e Al calcular lim — , obtenemos:
el x =2 X +1
| x¥* =3 2x* —5x o x*=3  2x’ —5x
lim — = lim — lim ——— =[00 — 0], que es una
X—+ 00 X—2 X+1 X—+ 00 X—2 X—+ 00 X+1

indeterminacion. Para resolverla, operamos y resulta la indeterminacion anterior:

|' [x2—3 25 —5x (x* =3)x+ 10— (2% —5x)(x—2)
im — =

= lim
el x =2 x+1 e (x—=2)(x+1D
(x2+x2—3x—3)—<2x3—4x2—5x2+10x) —x*+10x°—=13x -3
X—+ 00 Xz —x =2 Xokoo X2+X—2
©.9]
=| — |= —o0, ya que el grado del numerador es mayor que el del denominador
00

y uno de los coeficientes de mayor grado es negativo.

e Al calcular Iim(\/2x—6—\/2x—3> =limv2x —6 —lim \/2x —3 =[co—00],

X4 00 X— X—+ 00

que es una indeterminacion. Para resolverla, multiplicamos y dividimos por el

conjugado y obtenemos:

(V2x—6 —2x—3)(V2x — 6 +/2x - 3)
Iim(\/2x—6—\/2x—3>zlim =
o o V2x—6 ++/2x -3
i (2x —6)—(2x—3) i -3 0
m = {Im =
e 2x — 642 =3 T 2x— 6++4/2x -3

Presta atencion

® El limite de un polinomio P(x) =
=ax"+a x""'+..+ax+a,es
el limite del término de mayor
grado:
lim P(x)= limax"=a, - lim x"
f(x)
o Al calcular |im . su
e g(x)
resultado depende del grado
de f(x) y g(x):

o grado f(x) > grado g(x),
el limite es +o0 o —o0
dependiendo del signo de
los coeficientes de mayor
grado.

o grado f(x) = grado g(x), el
limite es el cociente de los
coeficientes de los términos
de mayor grado.

o grado f(x) < grado g(x), el
limite es O.

Presta atencion

Al calcular lim (f(x)—g(x)), su

X—+00

resultado depende del grado de

Gy gC:

® grado f(x) > grado g(x), el
limite es +oo.

e grado f(x) < grado g(x), el
limite es —oo.

® grado f(x)=grado g(x), tenemos
que operar para obtener el
limite.

El conjugadodea+besa—b,y
eldea — b esa+b. Al multiplicar
las dos expresiones obtenemos:

(a+b)a—b)=a?>—-b?

1. Limites. Aplicaciones e



Presta atencion

La indeterminacion 1*° también
puede presentarse al calcular el
limite cuando x tiende a —oco o
también a cualquier nimero a.

Q BLOQUE. FUNCIONES
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22mt0b201

Indeterminaciones tipo 1>

3x—2
X+ 1
Al calcular lim , obtenemos:
X—+ 00 X — 5
3x-2 lim  (3x-2) 00
x+1 x+1 |+ 1
lim —| lim =|-] =[],
el x —5 el x =5 1

que es una indeterminacion.

Para resolverla, vamos a demostrar que se cumple que:

lim g (x)(f(x)-1)
lim f(x)*" = e+

X—+ 00

f(x)

Para ello, sabemos que lim |1+ —— = e, siempre que lim f(x) = +oo, tal y
X—+ 00 f(x) X—+ 00

como comprobamos el curso pasado, y utilizaremos la técnica que se empled en la

resolucion de indeterminaciones de este tipo.

g(x)
1
. (x) . (x) .
im f(x) = lim(+f0O)—-1D"" = lim | 1+ ———— =
X—+ 00 X—+ 00 x—+ 00 ‘|
f(x)—1
1 1 (f (x)=1)-g(x)
—(f (x)=1)g(x) [
1 oo 1 foo- lim (f Cx—1)g (x)
= lim|{ 1+ —— = lim|[ 1+ —— = e
X—+ 00 X—+ 00
1 1

fix)—1 f(x)—1

Asi, para resolver el limite propuesto podemos aplicar esta formula y resulta:
3x-2
) x+1 . x+1-x+5
X + 1 lim { 711(3)&2) lim (3x-2)
Iim — |:1OC ] — ex~>+oo x=5 — ex~>+oo x=5
x—+ 00 X — 5
6 18 x—12 00
lim :](3)(72) lim — ] ’_} 8

=g =e 7 "7 ' =e> =e",yaqueel grado del numeradory el grado

del denominador del exponente son iguales.

. ) ° ()
Indeterminaciones del tipo —

2
x° =1
Para calcular Iimz—, primero sustituimos x por —1, y resulta:
“12x" —8x—10

) X —1 1-1 0
lim = =|—|, que es una indeterminacion.
“12x* —8x—10 2+8-10 |0

Para resolverla:

1. Factorizamos los polinomios, teniendo en cuenta que x = —1 es raiz de ambos, y
obtenemos:

X —1=x+D-x—1
2 —8x—10=2x —5) - (x+ 1)

2. Escribimos los polinomios factorizados y simplificamos para hallar el valor del

[imite.
2 — 1 (xFD-(x=1) x—1 -2 1

lim = lim = lim = =—

~12x* —8x—10 XH*12M-(X—5) “~12(x—=5) 12 6




Actividades O
@ J Sabiendo que I|m f(x) =+00, lim g(x)=—oc0 Y @ = Calcula el valor de los siguientes limites.
lim h(x) = 3, calcula estos limites. 2 lim X —=3x+1 x*+9
x—+ 00 | —
a) lim (f(x)—g(x)) c) lim (h(x))** e 4x" +5x X =2
by I x—3  x'+x
. . . Im p—
b) Ilr;noo f(x)_h(X) d) Xli[nm(f(x) g(x)+h(x)) x| _® 1x X +5
S:a)4oo b) -3 ¢)0 d) —o0 X +1 X’ —3
0 @ Determina el valor de los siguientes limites. < xllr;noo X2 —9 x® _4x+3
2 2
a) lim (2% +5x) d) lim| /x + X =3 )
X—+ 00 =68 4 d) I|m
2x =l 1-x 2-—x
. 3 3
b) lim(—x —x* +10) e Iim[ 10 & Jim (V¢ +x b —2x+1)
X——00 x——1 Iog X
‘F I. [ 4 _ 2 _ 2 +1
1 ¢ ) x—Ivr—r:c( X X=X ) S:a)+oco b) —oo ¢) -4
) lim | — f) |II‘T;I \/_ —Ine d)1e)0
X +4 2 @ i Determina el valor de los siguientes limites.
S:a) +oo b)+00 €) 0 d) —oco e) oo f) —4 3 5 Jx
@ . Ind d | resol ) lim | 22 T i
5 Indica qué indeterminaciones aparecen al resolver a) lim e) lim| —
estos limites. X =3 X =3
1 5
a) lim(x* ) ) lim logx’ e 1]
= | x+5 b) lim(5—x* )2 £ lim| —
x—2 x——1 +1
senx U5 =2 X , 2(x-3)
b) lim e) lim Cx+4 | 2x° —4x
o0y N ) c) lim g) lim|——
g logx 5=1 X + 1 X 2X2 + 7
x =3 2x &
©) XIT 2 —Inx] lim ] & | x+1 [ . x+1
X e im im
X——00 X2 e 4 X—+ 00 ’X _ 6

@ Calcula los siguientes limites en +oo.
S:a) +co b) e c) No existe. d) 0 e)1

x> —3x+1 x> +3 : -
2 lim : &) lim 2 ) No existe. g)e™ h) O
o 42X2+5X X X = Halla el valor de los siguientes limites.
X —x x—1
b) lim — lim —— a) lim
o3y 4 x +7 “*"“\/4x +6 T x? —1
9%’ —2 Y3x +2x 1 . —x +5x-6
c) lim g) lim—m b) lx'_r,? 2
e 3yt 41 e 4x—9 i =2
2
—x" +8 Sx+2 33X —=2x 1
d) lim h) lim c) lim———

X—+ 00 [4X3 — x

X—+ 00 7X3 + x

oy x—2
x> +2x" —18x —4x” + 49x — 30

S:a)+00 b)2/3 €)0 d) —1/7 €) 0 P+oo g)3/4 h) O & lim
O - s X' —x* —22x+ 40
@ ¥ Halla el valor de estos limites en —
& T ‘ X2 _1 S:a)1/2 b)1/2 ¢)1 d) 96/7
a) lim ————— c) lim—
T AxT +5x TNAX +6 Desafio matematico (M)
b) i 2x" —x @ i V3x* +2x 1 @ Demuestra que la indeterminacién 17> se resuelve
xlr,r;3xz L el Adx —9 de la ‘misma forma gue‘la indetferminacién 1% sin
s necesidad de hacer ningdn cambio para resolverla.
S:2) —00 b) 2/3 ) +o0 )33 /4

1. Limites. Aplicaciones °



Q BLOQUE. FUNCIONES

o Asintotas. Dominio de la funcion

3.1. Asintotas horizontales

Dennis sabe que no se puede viajar a la 2

velocidad de la luz. Sin embargo, nunca ha ¢

entendido por qué ocurre esto, hasta que

observa esta grafica donde se representa 47y=;

la velocidad, al cuadrado, de un cuerpo
respecto de la velocidad, también al
cuadrado, de la luz, ¢, dependiendo de
la energia necesaria para obtener dicha , ;

velocidad. © 1 £

Dennis observa que al principio con poca energia aumenta rapido la velocidad y
cuanta mas energia se tenga mas se acerca a la altura 1 u, pero que por mas que
aumente la velocidad no se consigue tocar la recta y =1, es decir, se necesitaria una
energia infinita para acelerar un cuerpo a la velocidad de la luz.

Decimos que la recta y =1 es una asintota horizontal de la funcion.

Para que la funcion f se acerque a una recta horizontal y = k debe ocurrir que al
aumentar los valores de la variable x, en valor absoluto, los valores de f(x) deben
acercarse cada vez mas a k.

La recta y = k es una asintota horizontal de la funcion f si se cumple que:
lim f(x) =k o lim f(x) = k, siendo k un nimero real.

X—+ 00 X——00
La funcion f puede acercarse por encima o por debajo a una asintota horizontal.
Para averiguar su posicion relativa, calculamos lim (f(x) — k), y:

X—+ 00

si lim (f(x) —k) =0"— fporencimaysi lim f(x) —k = 0" — f por debajo.

X—+ 00 X—+ 00

f
lim (f(x)—k)=0 Ilim(f(x)—k)=0" lim(f(x)=k)=0 Im(f(x)—k)=0"

X——00 X——00 X—+ 00 X—+00

Ejercicio resuelto

() Halla las asintotas horizontales de: f (x) = 1— &

Solucion ,
imf(x) = lim(1—e")=1—e*=1-—=1-0=1
X——00 X——00 eOO

Por tanto, f tiene una asintota horizontal y =1 cuando x tiende a —oc.

Ademas: lim (f(x) —1) = lim (1— e = 1) = lim—¢e"' =0 pues—e*'<0
para cualquier x € R por lo que la funcion se acerca a la asintota por debajo.
Por otra parte: lim f(x) = lim (1— e ) =1—-e" =1-00=—-0

X—+ 00 X—+ 00

Luego, no tiene asintota horizontal cuando x tiende a +oco.



3.2. Asintotas oblicuas

Puede ocurrir que cuando x toma valores muy grandes, en valor absoluto, una
funcion se acerque a una recta oblicua de la forma y = mx + n con m # O. Para ello, al
tomar valores cada vez mas alejados de x = 0, positivos o negativos, la distancia de Si- al calcular los limites en el

la funcion a la recta debe ser cada vez menor. infinito, el resultado es infinito,
la funcion no se acerca a ninguna

Lenguaje matematico

La recta y = mx + n es una asintota oblicua de la funcion fconm,n € Ry m # 0, si recta. En este caso, la funcion
se cumple que: |lim (f(x) —(mx+n)=0 no tiene asintotas horizontales
xoEe ni oblicuas y decimos que tiene

Como ocurre con las asintotas horizontales, podemos estudiar si la funcién ramas parabélicas.

se acerca por encima o por debajo a la asintota oblicua. Para ello, calculamos
lim (f (x) — (mx + n)), y analizamos el resultado.

\ £/ 4 /f / Y-

Y oyl

~ W
//// P . /////// //,/’/ f
lim (f(x) —(mx+n)) =0" lim (f(x)—(mx+n))=0" lim (f(x)—(mx+n))=0" lim (f(x) —(mx+n)) =0"
Ejercicio resuelto
2x" —5x+8
@ Calcula las asintotas oblicuas de: f(x) = ———
. .. x—1 Si grado(P) > grado (Q),
Solucion entonces:
En este caso, podemos realizar la division, y resulta: f(x) = (2x — 3) + PG)|Q)
x—1 siendo  C(x) el
De este modo, obtenemos que la asintota es y = 2x — 3 ya que: R(x) C(x)
cocienteyR(x) el resto,se cumple
: o I P(x) R(x)
lim (f(x)—(2x—3) = lim||2x -3+ —(2x—=3)|= lim =—=0 que: —Clx)+
x—too x—too X_‘l xaioox_‘] 00 Q(X) Q(x)

No siempre es posible obtener la asintota de este modo. Para conocer los
coeficientes m y n podemos calcular los limites indicados a continuacion.

Sila recta y = mx + n es una asintota oblicua de la funcién f, se cumple que:

m = lim yn=lim(f(x)—mx)conm,neRym=#=0

x—t 00 x—t oo
X

Ejercicio resuelto

@ Determina las asintotas oblicuas de: f(x) = V/x* + 4x — 3
Solucion
) ' ' CfO) NX +4x—-3 4 3
En este caso, determinamos m y n calculando estos limites: m = lim = lim ——— = lim 1+ ——— =1
X X

X—+ 00 X X—+ 00 X X—+ 00
yn = lim (f(x)—mx) = lim (\/x2 +4x—3 —1~x> = lim

¥ 4dx—3_x
o e e [\ Ax—3 4 x

=2 — y=x+ 2 es una asintota oblicua.

B f(x) VX —4x -3 4 3
También: m = lim =lm—=lim—,[1—-———— =-1y
X——00 X X—+ 00 —X X—+ 00 X X2

—4x—3
n=lim (f(x) —mx) = lim

X——00 X—+00 /XZ —4X—3 + x

= -2 — y=—x — 2 es una asintota oblicua.

1. Limites. Aplicaciones o



Lenguaje matematico
Podemos utilizar también el
simbolo : para indicar tal que.

Asi x € R:... se lee x pertenece a R
tal que...

Presta atencion

Antes de determinar cualquier
asintota, conviene estudiar el
dominio de la funcién.

Ejercicio resuelto

@ Halla las asintotas verticales de: f(x) =

Solucion

3.3. Asintotas verticales

Una funcion también puede acercarse a una recta vertical x = k. Para ello, debe
ocurrir que al tomar valores cada vez mas cercanos a x =k, los valores de f(x) deben
ser cada vez mayores, en valor absoluto.

y it vl v v
| | X | %
; T G ;

| X f | X l

limf(x) =+o00 limf(x)=—o0 limf(x) =+o0 limf(x) =—o0

x—kt x—kt x—k x—k ™

La recta x = k es una asintota vertical de la funcion f si se cumple que:

limf(x) = oo o limf(x) = oo

x—k x—kt

Estas asintotas se dan en los puntos donde la funcién presente discontinuidades
o en los extremos del dominio y, ademas, podamos obtener al menos uno de los
limites laterales. Por tanto, antes de determinarlas, conviene estudiar su dominio.

Dominio de una funcién
Sabemos que el dominio de una funcién f es el conjunto de todos los puntos en los
que esta definida.
Si f es una funcion real de variable real, su dominio se define como:
Domf={xc€ R:3y € R con f(x) =y}
Salvo que se indique lo contrario, el dominio de una funcion estara formado por los

puntos tales que al sustituirse en la expresion algebraica de la funcion no resulten
operaciones imposibles. Por tanto, no pertenecen al dominio, valores que:

® anulen el denominador, si lo hubiera.
® hacen el radicando negativo, si hay una raiz de indice par.
® den lugar al logaritmo de un nimero negativo o nulo, si hay un logaritmo.

También hay que tener en cuenta que las funciones arcoseno y arcocoseno solo
estan definidas para valores entre —1y 1.

Y si una funcién esta definida a trozos, no pertenecen al dominio los valores que no
forman parte de ninguna de sus ramas.

2x° +3x—2
3x* +5x—2

1. Determinamos el dominio de f. Para ello, resolvemos la ecuacion: 3x?+ 5x — 2=0

1
—>x=-2,x=——>Domf=R—-71-2, —
3

3

2. Calculamos el limite cuando x tiende a los puntos en los que no esta definida la funcion.

2x° +3x—2 (x+2)2x —1) 2x—1 -5 5
o |m———— = = |lim—— = Ilim = — = — — x=—2 no es asintota vertical.
~23x* + 5x —2 “2(3x —D(x+2) *23x—1 -7 7
2x° +3x—2 —71/9 1
® |im = = t+00 — x = — es asintota vertical.

xﬂ§3x2 +5x—2

Q BLOQUE. FUNCIONES

3



Actividades O

o . . P . o . . I . . -
@ = Determina las asintotas de las siguientes funciones. @ % Indica si las siguientes funciones tienen asintotas

a) @ oblicuas y cuales son.
6x° —x* +1
a) f)=———— ) f(X)=49% —6x+4
2x° +x
4x" —2x* +1 \Vaxt —8x° + 4
b) f(x)=——— d) f(x)=
2x° —x° X’ —x

S:ta)y=3x—2 b)y=2x
Ay=1-3x,y=3x—1
d)y=—-2x,y=2x

@ = Averigua el valor de a para que la funcién
ax’ +x* —2x . .
f(x) = ———— tenga como asintota oblicua la
x* —1
rectay=2x+1.

S:a=2

| o .2
@ = Determina el valor de a para que la funcién

3x" +ax+19
f(x) = ——— tenga como asintota oblicua la
xX—5
rectay=3x — 4.

S:a=-19

o . . .. .
@ ¥ Halla el dominio de las siguientes funciones.

V3x —12 X —[x—1
a f(x)=——— c) f(x)=

X" —4x x> — /6 — 5x
2x—3 1
A o= —e— flo=sen(\fiox |-—

x-In(9—x x—+1

S:a) [4, +00) b) (~3,3) — {0, +/8}
€) (—o0, 6/5] — {=2,1} d) (—1,1]

u . . . e . . -
= Indica si las siguientes funciones tienen asintotas
verticales y cuales son.

RN log x
D fo=— &) FOO = tglvm—» )
X_
@ @ Representa una funcion que tenga una asintota !
horizontal, una vertical y una oblicua de forma b) f(x)=¢" d) f(x)=

que Dom f =R — {2}, lim (f(x)—(3x—2)=0, arccos x
limf(x) =+ocoy lim f(x)+1=0" S:a)x=0,x=2 b)x=0
x—2 X—+ 00

08

4n — 1’
@ i Indica si estas funciones tienen asintotas horizontales cx= if d)x=1
@ y cuales son.
6x —1 9x* —1 ) .
a) f(x)= ¢ f(x)=—— Desafio matematico (]
3x+2 3x+2 L A -e”

d) f(x)= 6x +5 @ Demuestra que la funcion f(x) =

12x
3x° +2 Vaxt —1+x L+A0(eax_1)

con a > O tiene una asintota horizontal y = L y
S:a)y=2b)y=0 c)y=-1,

0)=A,.
y=l d)y=2,y= 6 fl0)=A,
1. Limites. Aplicaciones e

b) f(x)=




o Continuidad

Amaya ha revisado desde su teléfono moévil  T(°C)
el historico del termostato de su casa
mientras estaba de vacaciones. Los datos 1

vienen representados en esta grafica. ‘\;/_/

En ella, se relaciona la temperatura que ha
habido en su casa respecto al tiempo que ha
estado funcionando desde que lo conectd 5
cuando se marcho. ol T+

A las 3 h de funcionamiento, puede verse un salto en la grafica, algo que Amaya
sabe que no es posible ya que esta funcion debe ser continua, por tanto, concluye
que en ese momento debid haber un corte de luz.

Situviera la expresion algebraica de la funcion, podria comprobarlo analiticamente.

Si a es un punto del dominio de una funcién f, esta es continua en x = a si:
1. existe f(a). 2. existe limf (x). 3. limf(x) = f(a)

x—a x—a

Una funcién es continua en un intervalo abierto (a, b), silo es en todos sus puntos.

Observamos que, en el ejemplo anterior, la funcién no esta definida en x = 3, por
tanto, Amaya tendria que haber calculado los limites laterales para analizar si la
funcion es continua en este punto.

Una funcion es continua por la derecha en x = a si existe limf(x) =Ly fla) =L
Una funcion es continua por la izquierda en x=a si existe limf(x) =Ly fla)=L.

Una funcién es continua en un intervalo cerrado [a, b], si es continua en el
intervalo abierto (a, b) y, ademas, lo es por la derecha en x = a y por la izquierda
enx=b.

Cuando una funcidon es continua en todos los puntos de su dominio, decimos que

es una funcién continua. Asi, f (x) = — es continua en su dominio, aunque en x =0
X

presenta un punto de discontinuidad ya que no esta definida en él.

Si en algin punto a del dominio de f no se cumple alguna de estas condiciones, la

5 ; ; funcion presenta un punto de discontinuidad en x = a.
1
Dependiendo de qué condicion no se cumpla, se dan diferentes tipos de
discontinuidad.
Discontinuidad evitable Discontinuidad inevitable
Existe. limf (x) No existe. limf (x)
De salto finito De salto infinito

/o s

No existe f(a).

/o /o T

limf(x) # f(a) limf(x) # limf (x) # o0 Iinjf(x)zioo ylo limf(x) =too

x—a x—a x—a x—a x—a

Q BLOQUE. FUNCIONES

Asi, f(x) = — presenta una discontinuidad de salto infinito en x = 0.
X



4.1. Continuidad en funciones elementales.

Propiedades

Para estudiar la continuidad de una funcién en un intervalo mediante su expresion

a
e

Igebraica, debemos tener en cuenta que las funciones elementales son continuas
n su dominio, es decir:

las funciones polindmicas son continuas en R.

las funciones racionales son continuas en R, salvo en los puntos donde se anula
el denominador.

las funciones radicales impares son continuas en R y las pares son continuas
donde el radicando sea no negativo.

las funciones exponenciales son continuas en R.

las funciones logaritmicas son continuas donde sea positiva la expresion a la que
se le toma el logaritmo.

las funciones seno y coseno son continuas en R y la tangente lo es en R, salvo en

T
los puntos donde el angulo vale un maltiplo entero de —.
2

4.2. Operaciones

L

a continuidad es una propiedad que se conserva al realizar las operaciones con

funciones. De este modo, si f, g son funciones continuas en x = a se cumple que:

(f+ ) y (f - )0 son funciones continuas en x = a.

sigla)# 0, | — |(x) también es continua en x =a.

9
si gla) € Dom f, entonces (f o g)(x) = f(g(x)) es una funcion continua en x = a.
Lo mismo ocurre con (g o f)(x) = g(f(x)) si fla) € Dom g.

Ejercicio resuelto

e six <1

@ Estudia la continuidad de esta funcién: f(x) = .
L NV3xT+1 six >1
Solucion
Es unafuncion definida a trozos. Portanto, analizamos la expresion algebraica

de cada rama y el punto donde se unen sus ramas.
2x —1

® y=e* 'escontinuaen sudominio (—o0,1) portratarse de lacomposicion
(gz °g, )(x), donde g,(x) = 2x — 1y g,(x) = e, y ambas ser funciones
continuas.

* y=+/3x"+1 es continua en su dominio [1, +c0) por tratarse de la
composicion (h2 oh, )(x), donde h(x)=3x>+1yh, (x) = \/;, y ambas ser
continuas.

® Paraaveriguarsi f es continuaen x =1:

1. Determinamos f(1): f(N=~/3-F +1=2

2. Calculamos los limites laterales en x=1y si son iguales, existe el limite
en este punto y debemos comprobar si su valor coincide con f(1).

limf(x)=lime” '=e*'=e limf(x) = limv/3x +1=+3-F +1=2

x—1 x—1 x—1" x—1"

Como son distintos, no existe el limite en x=1,y f no es continua en él.
Asi, f es continua en R — {1}, y en x = 1 tiene una discontinuidad de salto
finito.

Presta atencion

Si una funciéon estd definida a
trozos, es importante estudiar los
puntos donde se unen sus ramas.

1. Limites. Aplicaciones @
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@ BLOQUE. FUNCIONES

4.3. Teorema de Bolzano

Sandray Oscar han visitado el valle de Ordesa, y han pasado una noche en el refugio
de Goriz. Durante la ascension se han ido deteniendo para verlo todo y hacer fotos.
Al dia siguiente realizaron el descenso parando en lugares para refugiarse ya que
estaba lloviendo. Como ambos dias empezaron a andar a la misma hora, discuten si
en algin momento del descenso estaban en el mismo lugar que el dia anterior.

Para resolver este problema necesitan conocer algunos resultados importantes
sobre continuidad de funciones.

Teorema de Bolzano. Si f es una funcién continua en [a, b] con f(a) y f(b) de signos
distintos, entonces existe al menos un valor ¢ € (g, b) de forma que f(c) = 0.

Este teorema indica que, si una funcidn es continua en un intervalo y tiene distinto
signo en sus extremos, en algln punto atraviesa el eje Xy vale O.

Para demostrarlo, aplicamos el método de la biseccion de intervalos, vamos a
suponer que f(a) < 0y f(b) > O (si fuese al contrario la demostracion es analoga):

a+b
1. Elegimos el punto medio del intervalo [ = [a, b], ¢, = ——, y vemos qué signo
2

tiene f( c, ) Puede ocurrir que:

e §i f( c, )= 0, entonces, hemos acabado.
e Si f( c, ) < 0, entonces, c,=a,y b, =b.
e Si f( c, ) > 0, entonces,a=a,yc,=b,.

De esta forma obtenemos un nuevo intervalo |, = [01, b, ] con f( a, ) y f(b1 ) de
signos distintos y cuya amplitud es la mitad que la del anterior.

a, + b,

2. Repetimos el paso anterior con I elegimos ¢, = y si f(c2 > # 0, nos

quedamos con la mitad del intervalo cuyas imagenes de los extremos tengan
distinto signo y lo llamamos I, = [02 , b,
3. Si repitiendo el proceso n veces, resulta una sucesion de intervalos encajados,
ICl Cl,C..,cuyaamplitud es la mitad que la del anterior. Asi, la amplitud de |
b—a
2n
amplitudes de estos intervalos tiende a O en infinito, y por tanto, se trataria de
un Gnico punto ¢ que es el punto buscado.

es . Sininguno de estos ¢ cumple que f( c, >= 0, la sucesion que forman las

De este teorema se deducen estos dos resultados.

Si fy g son funciones continuas en [a, b] de forma que f(a) < g(a) y f(b) > g(b)
entonces, existe al menos un valor ¢ € (a, b) de forma que f(c) = g(c).

Podemos usar este resultado para resolver el problema de Sandra y Oscar, pues si f
representa la distancia recorrida desde el aparcamiento dependiendo del tiempo el
primer diay g, la distancia recorrida el segundo dia, ambas funciones son continuas
y cumplen las condiciones indicadas.

Por tanto, en algin instante ¢ estaban en el mismo sitio, es decir, se cumple que:

flc)=g(c)

Teorema de Darboux o de los valores intermedios. Si f es una funcion continua en
[a, b], entonces toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b).



Actividades

@ % Estudia la continuidad de las siguientes funciones y si

hay puntos de discontinuidad, indica de qué tipo son.
a) 14

b)

c) Y

Estudia la continuidad de estas funciones y si hay
untos de discontinuidad, indica de qué tipo son.

& i
p

[ +5 o3 Ifcosx six<1
) f00=1,13 T f(={2x-1
In(x—3) six>3 o
Vx+1 six<3 X—T o
—F—SIXXT
b) f(x)={ X’ —1 d) f(x) = =
f six>3 f \/;_\/;
| 2°-4 x—m  six>m

S:a) (—oo, —3) U (-3, 3) U (3, +00)
b) [1,+00) ) R — {1}
d) [0, ™) U (xt, +00)

Halla el valor de a para que la siguiente funcion sea
ontinua en su dominio:

&b &

x> —2x—4 ] .

— six#
fx)=1x*_5x+6

a Six =2

>

@ i Estudia la continuidad de esta funcioén y si hay puntos

38
39

de discontinuidad, indica de qué tipo son:
2—|x—=3] six<4
x* —2x—8

N

(x) =
f six >4

S: Es continua en [1, 4) U (4, +00).
En x = 4, discontinuidad de salto finito.

O .
= Halla el valor de a para que sean continuas:

X' =9 -
—— six#
) fOx) = 2x+ | x—3|
La six=3
ax+1 six <1
b) f(x)=1{/x -1
six > 1
| x—1
S:a)a=0 b)a=-1/2
i Demuestra que la ecuacion x = cos x tiene una raiz
real positiva.
i Demuestra que la ecuacion 2 — x = e* tiene una raiz

real positiva.

Ejercicio resuelto

@ Calcula la solucién a la ecuacion x* + x=1con un error

(47

menor que 0,1.

Solucion

Vamos a utilizar el método de la biseccion con la
funcion fO) =x3+x — 1.

Esta funcion cumple que flO)=-1<0yf(D=1>0y
por el teorema de Bolzano hay al menos un c € (O, 1)
con f(c) = 0. Podemos reducir el intervalo hasta una
longitud de 0,1: f(0,1) = —0,9; f(0,2) = —0,8;

f(0,3) = -0,7; f(0,4) = —0,5; f(0,5) = —0,4;

f(0,6) =—-0,2y f(0,7)=0,05

Por el teorema de Bolzano, hay un ¢ € (0,6; 0,7) con

f(c) = 0. Tomando cualquier valor de ese intervalo
como c, el error cometido es menor a 0,1.

o . oy P
= Halla una solucion positiva a la ecuacion x* = 4x + 2
con un error menor que 0,1.

Investigaciéon (M) &)

@ Utiliza el teorema de Bolzano para obtener una

demostracion de los dos resultados que se derivan

de este teorema.
1. Limites. Aplicaciones °




Calculo de limites

@ Resuelve los siguientes limites.

X +x—4 x2—7} IUx* —3x  senx

— b) lmMm——— c) lim
/3X2 +1 1—2x x—3 ,X e \/7 X0y
Solucion

a) lim

X——00

a) Como el limite es a —oo sustituimos x por —x y calculamos el limite cuando x tiende a +o0, y resulta:

i X +x—4 x =7 i X —x—4 x -7 00 00 [ : - ) _
im — = |im — — — — | =[00 —00], que es una indeterminacion
el J3x2 + 1 1—2x ool [3x% 41 14+ 2x o0 00

ya que, para cada funcién racional, el limite es +00 puesto que el grado del numerador es mayor que el grado
del denominador. Para resolverla, operamos:

[xz—x—4 7 (¢ —x—a)a+2x0—(x =735 +1
— = |lim =
V3 +1 1+2x ) V35 4101+ 2x)

Y —x—A+2x —2x —8x — X352 +1+7/3%% +1 [oo

lim

X—+ 00

= lim = 400, por comparacion de grados.

e V3% + 101+ 2x)

oo

3/.2
Jx® —3x 0
b) Im————— , que es una indeterminacion. Para resolverla, tenemos que factorizar, y para ello,
AN - f\/— 0

eliminamos las raices del denominador, multiplicando y dividiendo por el conjugado del denominador:

Ix* —3x i \/x2—3x (Jx2—1+f) \/x —3x - (\/x —1+\/7)

R e Y N T BB
wYx—3. (x/:m/_) X’“-\/XT-(\/:M@) X" (\/:+\/—) ”3(\/§+\/§):

= Iim lim

- ¥ —9 3 (x—3)(x+3) g Jx—37 (x+3) 0
7 (¢ —1+48) 3248 (N —1448) i/?-zx/g

I|m = =400, lim = =+00

st Jx—37 (x+3) o) 3 Y(x =3 (x+3) 0
Ix* —3x

Como los limites laterales son iguales, tenemos que: ImM————= =+

,como la funcién f(x) = sen x es periédica, no podemos sustituir x por un valor concreto.
-1 senx 1

sen x

c) Pararesolver lim

X—+ 00 X

Sabemos que dicha funcién esta acotada entre —1y 1, luego podemos escribir que: — = < -
X X X
Si calculamos el limite cuando x tiende a +oo para cada expresion, resulta:
o1 . senx 1 . senx sen x
lim — < lim < lim—=——>0< lim < 0O, por tanto: lim =0
X—+ 00 X X—+ 00 X x~>+ocx X—+ 00 X X—+ 00 X
Ahora ta O

] . . P
@ % Resuelve los siguientes limites.

\Vax® —3x 2x—1] 3x) —x—2 2xcos(x2+1>

b) lim——— c) lim
3x—2 2 —3x

T U5x—1-=2 xomee X —1

a) lim

X——00

@ BLOQUE. FUNCIONES



Asintotas In(x + 3)

six<O0
@ Determina las asintotas de esta funcion: f(x) = 23X +1
3x* =7x—-10
———— six2> 0
Solucion X" —2x ,
Como y=In(x+3) es continua en (—3,+00) e y=2x+1se anula en x=——, la primera rama de la funcion es continua
1 1 . e
en| -3, ——|U|——, O0|ydebemos estudiar los limitesenx=—-3,x=——yx=0.
2 2

La otra rama es una funcion racional cuyo denominador se anula en x = 0 y x = 2, esta funcion es continua en
(0, 2) U (2, +00) y debemos estudiar los limitesen x =0y x = 2.

inx+3) |In(0")
e limf(x)= lim = = +00 — x = —3 es una asintota vertical.
x—-3" 3" 2x +1 -5
5
Inf —
In(x +3) 2 In(x + 3) 1
e lim f(x)= lim = =+o00 y lim f(x) = lim ——— = —00 — x = —— es otra asintota
1 " 2x+ 1 0" 1 T 2x+1
X*‘*; X——— X‘>7; X‘**;
vertical.
In(x + 3) x =7x—10 —10
¢ limf(x)=Ilim———=In3ylimf(x) = lim = = +00 — x = 0 es otra asintota vertical.
x—0" x—0" 2x + 1 x—0" x—0" X2 - 2X OJr
mfo0 i 3¢ -7x-10 _|o| (3% +6x+5)(x=2) L 3 +6x+5 29 ,
¢ limf(x) =lim——— =|—|=Ilm =lim———=— — x =2 no es una
x—2 x—2 Xz _2X O x—2 X/(»X/Z) x—2 X 2

asintota.
Para obtener las asintotas horizontales u oblicuas tendriamos que calcular los limites cuando x tiende a +00 y —o0.

1 1
Como Dom f= [ -3, ——|U|——, 0|U(0, 2)U(2, +00) solotenemos que hallar el limite cuando x tiende a +cc.
2
3x° —7x—10 00
No tiene asintota horizontal porque lim —————— =|—|=too,yaque el grado del numerador es mayor que
e xT —2x 00

el grado del denominador, pero si asintota oblicua de la forma y = mx + n:

3x° —7x—10
W O 3 =7x—10 | oo
® m= lim = lim ———— =| — | = 3, al quedarnos con los coeficientes de las x de mayor
X—+ 00 X X—4 00 X3 . 2X2 00
grado.
3x° —7x—10 3x° = 7x—10—3x" +6x° 6x" —7x—10 00
e n=lm———3x=lim = lim —————=|—|=6, por ser del
ey Dy e X —2x eyt x 00
mismo grado. Asi, la ecuacion de la asintota oblicua es: y =3x+ 6
Ahora ta N4
Vx+5
six <1
@ i Calcula las asintotas de esta funcién: f(x) = { 3x+2
2x° +3x—5
— six>1

X —1

1. Limites. Aplicaciones @



Continuidad (3 _6
six < \/E
x—2
@ Halla los valores de a y b para que f(x) =1 gx + b si \/E < x < & sea continua en R.
4x* —10x — 50
six > 5
-5
Solucion X
3x* -6

° y= es continua en (—oo, \/E ) U ( \/E, + oo) por tanto, lo es en su dominio de definicion, ( —00, \/5 )
x—2
® y=ax+b escontinua en R por tratarse de una funcién polinémica, luego lo es en (\/5, S5 )

4x> —10x —50 . .
° y= es continua en (—oo, 5) U (5, +00) por lo que es continua en (5, +00).
x—5

De este modo, tenemos que f es continua en (—oo, \/5) U(\/E, S)U (5, +00), asi que solo falta analizar los
puntos en los que se unen sus ramas.

° x:\/E:
1. f(\/E):a 2+b

36 o] 3k —2) 3lx=2)x+2)
lim =|—|= lim ————— = lim = lim 3(x+\/§>:6\/5
2. limfOO=1ci x—v2 10| i x—V2  cw a7 ot
lim (ax +b) = ax/2 + b
x2"
Para que exista el limite, debe ocurrir que: a\/E +b= 6\/5
® x=05:

1. f(5)=5a+b

lim(ax+b)=5a+b
x—5"

2. limfO =1 45 —10x—50
lim =
x5t X —5

0

(4x +10)(x—5)

— 1= lim = lim(4x+10) =30
0 x—st }//5’ x—5T

Para que exista el limite, debe ocurrir que: 5a+ b =30

a2 +b =62

Luego, para que la funcion sea continua se tiene que cumplir que:
Sa+b=30

Para resolver este sistema, restamos las ecuaciones: 5a — a\/— =30-— 6\/5

30-6v2 els=+2)

—Sa= = =6—->b=0
5-v2 542

Ahora ta O
V16 —4x .
-_— six<—1

x—2

@ E Halla los valores de a y b para que f(x)=1 ax+b si —1<x <5 sea continua en R.

Vx5

@ BLOQUE. FUNCIONES



X —x+2
@ Considera las funciones f(x) = In(x2 + 1) yglx) = —

2
x"+1
=) . . -
a) Comprueba si se cortan en algln valor de x positivo.

b) Demuestra que hay un valor a positivo de forma que f(a) = 2.

Solucion

3 ¥advo Trel

Luegs la funein [ es continua por ser ura fencdn logariirrica de valores 22mt0b203
e SisrTpte Lan podithens.

Die ka misma forma, la funcidn g s continua por ser una fundidn racional
enla que of deneminadar no s anaka para ningin valer real,

Hallarmos y comparamas los valores

die armbas funciones i x= 0 &l x= 1z
Comao &l signa no ha cambiado,
to) =la [t} =0 20 s tatedzln g b ottt il
e
qtn'ﬁ.n’-;‘:::zjl 311]:%;1 Hadzlnl2s Dalns
& _f',.
ko) < gloh Hayeqln 3tz‘i~_f;1=*é

Flay> 5{’1‘#

Aplicamos la consecuencia del teorema de Bolzano,
ol ser das hanclones contimeas en [1, 2] y cumglic que JT< g01] ¥ 12) = g[2),
se werifica que sxiste wn valor ¢ e (1, 2) il que fic) = el

by flalshsez Ha) slnl3 sty zlnto > 2

Por &l teorema de Darboux o de los valeres intermedios,
al ser [ continua en [2, 3 con (2} < 2y 3} > 2
se cumple que existe un valor o & (2, 3) de forma quee flo) = 2.

Ahora ta &

. ) . , 4sen x
@ = Considera las funciones f(x) =x* — 3y g(x) = ——.
X
a) Comprueba que ambas se cortan para algin valor x negativo.

b) Demuestra que hay un valor a positivo de forma que g(a) = 3.

3n 51

@ Dada la funcién f(x) = cotg x, se cumple que f| — [ y f| — | tienen signos diferentes y no hay ningin valor
4 4
3n 5w
¢ € | —, — | tal que f(c) = 0. ;Contradice esto el teorema de Bolzano?
4
Solucion
J.c n . ..
Tenemos que f| — |=—1< 0y f| — |=1> 0, sin embargo, para que se cumpla el teorema de Bolzano la funcion
4
. : T ST : -
debe ser continua en el intervalo | —, — | y f(x) = cotg x no lo es ya que presenta una discontinuidad de salto
4
infinito en x =m.
Ahora ta &

@ i ¢Podemos aplicar el teorema de Bolzano a la funcion f(x) = sen (2x) + cos (3x) en el intervalo [0, w]?
@ La funcion f tiene 3 raices en el intervalo [0, ©t]. ;Contradice esto el teorema de Bolzano?

1. Limites. Aplicaciones °



Actividades de sintesis ™

Concepto de limite. Definicion &) _ Resuelve los siguientes limites.
3 3
@ @ A partir de esta grafica, indica el valor de lim fOAy a) lim X X c) lim x;%x
lim £ Cx). Iy 42x—3 wat X0 —2x —8
y ‘ x* =9 v

T b lm—oom d) lim ———

X +2x
1 : =325 —14x + 12 2 Jx* —4

| L J S:a)1/2 b) —3/20 ) +oo d) 0
HEEE /\N | RN @ i Halla el valor de estos limites.
| T T T T 3 T T T 077 ,i 3 T T T T T T \X 1
! | JEEN arctg ;
I a) lim —— c) lim ———=
T TN 2x +1 T X +2
| et —x 4% —1
b) lim d) lim——
A continuacién, halla f(a), lim f(x), lim f(x) y limf (x) si: T x = o [ 1 ]
x—a x—a* x—a sen| —
a) a=6 d) a=-2 X
b) a=—4 e) a=0 S:a) =272 b) =1 ) 0 d) —o0
€ a=->5 f) a=2 &P & Resuelve los siguientes limites.
@ = Observa las graficas representadas, e indica el valor 2 2
- ’ X 3x" —1
de los limites: a) lim [ - c) lim~/3x+2 —~/5x
limf (x) lim £ (x) lim () Xx=2  x+2
x—0 Xx—+00 X——00 2 3
X 2x" +x
a) b) Iim[ - d) lim /X +2x +x
o 2x =2 4x +1 e
S:a) —oo b)1/2 ¢) —oo d) —1
@ i Calcula estos limites, resolviendo las
indeterminaciones correspondientes.
i xz—Zx
X —2 [ 2x" +x
a) lim c) lim
=2 x4+ 4 xoroo| Da? oy
3—x 3 x+2
= " b) [ X ] @ tim|1——— ]
T im| ——— im|1— —
A ~ X——00 /XZ _ 2 X——00 [X3 _ 2
" ost S:a)1/e® b) e c)+oo d) 1
/\ {\ @ E Determina los siguientes limites segan el valor de k.
| | | | J h | 1| | l X ¥ —2x—3 Ax—4
a) lim——— c) lim
T » 32x* —3x+k " x — k
S:a) No existe. 0,0 b) 0,1, 1 oNx+2 ) \/kx5+3x4+x—4
. b) lim d) lim
@ = Utiliza la definicion para demostrar que w2t Xt —k e Dx? £ 5x—3
lim(5x—3)=7. 5 =
X2 n . e +b |
@03 = Utiliza la  definicion para demostrar que @ £ iCudl es el valor de im | — ; siendo a y b
— ax” —x
lim Ax—1 = 2. ndmeros reales positivos? b
xotoo 9y S: e

@ BLOQUE. FUNCIONES



] . . . P .
@ 5 Indica el valor de los siguientes limites siendo:
2x* —6x

— six<1
FOx) = xNV1—x°
NI
six > 1
X —1
a) lim f(x) b) Iingf(x) c) Iin?f(x)

S:a) 0 b) —6 c¢) No existe.

@ i Sea la funcion f(x) =
limite: X+ 2

lim x> (f(x +1) — f(x))

X—+ 00

, calcula el siguiente

S:6
@ i Dada la funcién f(x)=+/4x* —6x, calcula este
) =f2)
limite: lim——
x—2
X =2 5:5/2

Asintotas. Dominio de la funcion

o . . e .
@ ¥ Determina el dominio de estas funciones.

a) f(x)=—
T—In(x+2)
x+1
b) f(x) = ——
2-~x -4
arcsen (x +1)
c f(x)=——
1+ arccos x
In(x2—1>
d) fO) =) ——
1+sen” x

S:a)(—2,e — 2 U (e — 2,+00)
b) (—o0, —2) U (2, +0) —{ iZ\/E} c)[-1,0]

d)(—oo, —\/E]U[\/E, +oo)

| . . . . .
@ ® Halla el dominio de las siguientes funciones.

3x° —5x—2
_— six <1
2 foo=1] X =4
V9 — X
six > 1
X+ 1
1—x )
- six <1
) fx)={ % —4
In(x2—3x+2) )
; six > 1
X

S:a) (—oo, =2 U (-2, 3]
b) (—o0, —2) U (—2,1] U (2, +c0)

&

o . . P .
@ = Determina las asintotas de las siguientes funciones e

indica su posicion respecto a ellas.

2x> —5x° +3x
- six <0
a) f(X)= X2—4X+3
x —4
R —— six >0
[ X —x—2
[ 3x+1
six < —2
2
b) flx)={ VX —4
x—4
six > —2
Jx -2

Sta)y=2x+3;y=1
b)y=—-3;x=-2

] . .
= Halla las asintotas de estas funciones.

x+e six<O0

a) f(x)= 1 _
six >0
log x
b) f(x) = arctg (x — m) six <0

senx —log(x —2) six >0
Sta)y=x;x=1y=0

b)y=—mn/2
i Calcula las asintotas de las siguientes funciones.
A f)=— o) fX)=e"
2—In(x+2)
2
b) f(x)=—— d) f(x)=xIn(nx)
_3

S:a)AVix=e?2—2; AH:y=0
b)AH:y=2,y=0;AV:x=0

c)y=0 d)x=1

E Determina las asintotas de las siguientes funciones
con valor absoluto, escribiendo primero la funcion

definida a trozos equivalente en cada caso sin dicho
valor absoluto.

2x+ | 6x —1] © +lx 1|
a fx)s ——— ) f(x)= ———
2x —4 X' —4
x2<‘|+|x—‘||> |6x —2 | —4x
) f()=———— &) f()=—
x" =9 x—1

Sta)AH:y=-2,y=4;AV:x=2
b)AO:y=x,y=2 — x; AVix=—-3,x=3
c)AH:y=0; AO: y=2x; AV:x=—-2,x=2
d)AH:y=2,y=-10

1. Limites. Aplicaciones e



ol

o8

7%
e

m%

Representa una funcién, f, que cumpla que:
Dom f=(—o00, 0JU (1, 3) U (3, +00)
tenga como asintotas:y=—-2,y=x —1,x=1

e NEOO

presente una discontinuidad evitable en x = 3.

ity
lim

X—+ 00 X

Halla

= 0, f(x) < O para cualquier x € Dom f.

los limites en el infinito de la funcién

x —X

f(x) = ——
e +e”
e indica cuales son sus asintotas.

| | [m]

conocida como tangente hiperbélica

S:AH:y=—1y=1
u . . .
= Responde a las siguientes cuestiones.
a) ;Puede una funcion peridédica no constante tener
asintotas horizontales, oblicuas o verticales?
b) Determina las asintotas de las funciones:

o f(x)=———
\/§+tgx

cos (27x)
o f(X)=———
1—cos(2mx)

S: a) Puede tener verticales, pero no horizontales ni
2w

oblicuas. b)x=—+Tmnk, k€ Z;x=k, k € Z
3

E Un ayuntamiento quiere promover un bono de ayuda
a la compra de primera vivienda. Para ello, estudian el
aumento del precio, en €, de las ofertas disponibles
en la ciudad y encuentran que sigue la funcion

5000t + at
ft) = ———

, donde t esta expresado en anos.

t+1

a) Siel precio tiene un aumento asintético de la forma
y =5000t — 6000, calcula el valor de a.

b) Halla el aumento del precio los primeros dos afios.

c) ;Qué error se asume al sustituir la funcién por su
asintota el quinto ano?

S: a)a=-1000 b)2000€,6000€ <c)1000€

Q BLOQUE. FUNCIONES

| . .
@ 2 En un parque natural se ha vuelto a introducir una

&
m¢

®

especie de mariposa que habia desaparecido de la zona
a causa de la deforestacion. Los cientificos prevén que la

125t +15 — /80t

poblacion seguira la funcion f(t) = )
t+2
aproximadamente, con t expresado en meses.

a) ;Cuantasmariposasse hanintroducidoinicialmente?

b) ;Qué ocurre con la poblacion de mariposas al
transcurrir un periodo largo de tiempo?

- . - -

¥ Hemos estudiado en Fisica la ley de Boyle que indica
que a temperatura constante, el volumen de un gas
es inversamente proporcional a la presion a la que es

sometido, es decir, V = —, siendo k una constante.
p
a) Halla el valor de k para un gas que a 2 atmosferas de
presion ocupa un volumen de 20 L.

b) ;Qué ocurre si vamos aumentando la presion a
dicho gas? ;Y si vamos disminuyendo la presion cada
vez mas hasta casi presion nula?

S:ta)k=40atm-L

b) Al aumentar la presion, el volumen
tiende a cero, y al disminuir la presion,
el volumen tiende a infinito.

Continuidad

o . . . .
@ o Decide si estas funciones son continuas en el punto

que se indica en cada caso.
a) fOx)=2x+2|—2x,enx=-2

x—|x—1|
b) f(x)= ,enx=1

[ x |1
c) f(x)zln(x2—2x+1>,enx=2

x* —2x—3
d) f(x) = ————=,enx=3

Vx* —9x S:a)Si b) No

c) Si d) No

| . . . . . .
= Averigua si las siguientes funciones son continuas en
el intervalo que se indica en cada caso.

a) f(x) =Ix —1l=2x,en[0,2]
b) f(x)=xIn(x’ —4)+[x—5] en[2,5]
V3 —x

It —x—6
2x —

d) f(x)=——-,en(0,1

tg x

c) f(x)= ,en [0, 3]

S:a) Si b) No
c)No d)Si



o . . . . . .
@ = Decide si las siguientes funciones son continuas y @

o9

8 8 6

determina el tipo de discontinuidades que posee cada
una de ellas.

x+e six<O0
a) fx)=4 1 )
six>0
log x
—4x2 -3 six < —1
b) fO) =1 Jax —3
— six > —1
X+2
arctg(x® —1) six <1
o foo=1 1
_ six > 1
cos (7mx)
1 ) 0
—_— six <
2
d) fOo={V3x
Je -3
— six>0
X’ —2x—3
S:a) Es continuaen R — {0, 1}.
b) Es continua en
(o0, —B12]|U[N3 12, +0).
c) Es continuaen R — {1/2 + k} U {1}.
Enx=1/2+k, conk € N, presenta
una discontinuidad de salto infinito
y en x =1 de salto finito.
d) Es continua en (—\/5, 3)U (3, +00).
i Halla el valor de a para que la siguiente funcion sea
continua en el intervalo [0, +00):

NN

FO=1 ¢ 25

a six =5

six #5

s:a=~/5 /100
O

5 Determina una funcion que tome los mismos valores
que f(x) = x*+ 3x + 1 en R salvo en el punto de abscisa
x =3, en el que no tiene que estar definida.

] .o . .o
= Demuestra que la ecuacion x* =5 — 3x tiene solucién
real.

O .o .
% Demuestra que la ecuaciéon 37* = 3 + sen x tiene
solucién real.

u e
= Utiliza el teorema de Bolzano para obtener la

solucion de la ecuacién — = In x con un error menor a
X
una décima.

08

08 O

L8

Determina una aproximacion a la soluciéon de la
cuacidén x3 — 3x — 1=2"*con una precisién de décimas.
S:19

|
]
[
e

o . . . .

® Decide si es posible aplicar el teorema de Bolzano
para asegurar que la siguiente funcién tiene una raiz en
el intervalo [—2, 3]:

f(X)=[3x—1

six < —1

X’ =5 six>—1

O o . .

% Razona si es posible aplicar el teorema de Bolzano
para asegurar que la siguiente funcién tiene una raiz en
el intervalo [—3, O]:

Fx) = xlog (3 —x)
cos (x+1)

six < —2
six > —2

2
Demuestra que las funciones f(x) = e*y g(x) = — se
X

ortan en algin punto.

EE O EEROC

% En un centro escolar van a comprar cuadernos
fabricados con material reciclado. El precio de cada
uno esde n €, pero reciben un descuento por cuaderno
si se compran mas de 50, obteniendo un precio de

p(x) = ——log(2x), que coincide con el precio sin
2

descuento si se compran 50 siendo x el nimero de
cuadernos adquiridos.

a) ;Cuanto cuesta cada cuaderno
de 507

b) Determina una funciéon para obtener el dinero
gastado dependiendo del nimero de cuadernos
adquiridos.

si no compran mas

S:a) 2,50 €

E El coche mas potente del mundo, con cerca de
1900 CV, es el Rimac Nevera y realiza un aumento de
velocidad de 0 a 100 km/h en 1,85 s. Utiliza el teorema
de Bolzano para asegurar que en ese tiempo alcanza la
velocidad de 90 km/h.

1. Limites. Aplicaciones e



e
Conocimientos basicos® S

Concepto de limite

e El limite de una funcién cuando x tiende a +00, es el valor que toma dicha funcion al estudiar su comportamiento para
valores cada vez mayores. Se escribe: lim f(x)

X—+00

¢ El limite de una funcién cuando x tiende a —c0, es el valor que toma dicha funcion al estudiar su comportamiento para
valores cada vez menores. Se escribe: lim f(x)

X——00

¢ Ellimite de una funcién cuando x tiende a un punto x=a, es el valor que toma dicha funcion al estudiar su comportamiento
para valores proximos al punto, tanto mayores como menores que él. Se escribe: limf (x)

x—a

Calculo de limites
Al calcular limites, podemos obtener diferentes indeterminaciones.

Para resolverlas, procedemos de distinta forma:
w . . . . . . . .

¢ — — Dividimos el numerador y el denominador por la mayor potencia de x que aparezca en el cociente, y simplificamos
00
para determinar el limite.

® oo — oo — Operamos. Si no es posible porque hay raices cuadradas, primero multiplicamos y dividimos por el conjugado.
lim  (f (x)-1)g(x)
® 1°— Aplicamos esta formula: lim (f (x))*"" = e**~

X—+ 00
O . . .
® — — Factorizamos y simplificamos.

0

Asintotas

® Larectay =k es una asintota horizontal de f si se cumple que lim f(x) = k o lim f(x) = k, siendo k un ndmero real.

® larectay=mx+n es una asintota oblicua de f si |lim =my lim(f(x)—mx)=nconm,ne Rym=0.

x—F00 x—t o0
X

® larecta x =k es una asintota vertical de f si se cumple que limf(x) = £oo o limf(x) = oo, siendo k un nimero real.

x—k x—kt

Continuidad
Si a es un punto del dominio de una funcion f, esta es continua en x = a si:
1. existe f(a). 2. existe limf (x). 3. limf(x) =f(a)

x—a x—a

Sien algin punto del dominio de f no se cumple alguna de estas condiciones, la funcion presenta un punto de discontinuidad
en x = a. Dependiendo de qué condicion no se cumpla, se dan diferentes tipos de discontinuidad.

e Discontinuidad evitable: no existe f(a) o existe limf (x) pero es distinto de f(a).

¢ Discontinuidad inevitable: no existe limf (x). Cuando esto ocurre, puede ser:

Xx—a

o desalto finito: limf(x) # limf(x) # oo

x—a X—a

o de salto infinito: limf(x) = oo y/o limf(x) = oo

X—a x—a

Teorema de Bolzano. Si f es una funciéon continua en [a, b] con f(a) y f(b) de signos distintos, entonces existe al menos un
valor ¢ € (g, b) de forma que f(c) = 0.

Teorema de Darboux o de los valores intermedios. Si f es una funcidn continua en [a, b], entonces toma todos los valores
comprendidos entre f(a) y f(b).

@ BLOQUE. FUNCIONES



e
> @ Evaluacion

o A partir de esta grafica de f, indica cual de las siguientes afirmaciones es cierta. Yl f
a) limf(x) =2 c) limf(x) =—1 e) Ninguna de las anteriores T

x——2 x—2

b) limf(x)=—o00 d) limf(x)=+00

x—1 X——00

9 El valor de lim ————es: RN
X——00 X — 3 x2 1 3
a) 0 b) —o0 c) \3/5 d) —i/g e) Ninguna de las anteriores T

3x* -9
e El lim ————es:

VB2 2\/§x +3

a) O b) +oo c) 6\/§ d) 2\/5 e) Ninguna de las anteriores
o El valor aproximado de la funcién f (x) = v4x* — 3x + 2x cuando x tiende a —cc es:
3
a) — b) O c) —oo d) +oo e) Ninguna de las anteriores

4 Jx 5

©) Elnamero de asintotas de la funcién f(x) = s:

x* —2x—15
a) O b) 1 c) 2 d) 3 e) Ninguna de las anteriores
x> +3x° +3x+2
@ La recta y = x + 2 es asintota oblicua de la funcién f (x) = - .
a) Verdadero b) Falso X +x+1
2x* + ax .
o La funcién f(x) = X six <0 es continua si:
Vv3x+4 six>0
a) a=-2 b) a=0 c) a=1 d) a=2 e) Ninguna de las anteriores

In(x? +1) six <1
(3

Es posible aplicar el teorema de Bolzano a la funcién f (x) = \/— en el intervalo [0, 2].
x—2 six>1

a) Verdadero b) Falso

CemBa O

Para prevenir la contaminacion por acumulacion excesiva, se esta estudiando como afecta la concentracion de
sulfatos provenientes de distintos tipos de tintes en el vertido al mar de una fabrica textil. Con una muestra
\/4x4 +x —x-e "
controlada averiguan que esta concentracién sigue la funcion f(x) = , en mg por cada
X—2
1000 mL y x en afios. Utiliza GeoGebra para obtener el dominio y las asintotas de la funcion.

Por tratarse de una funcién con un radical, para hallar el dominio ayGdate del comando Raices.

Siintroducimos f en Entrada podemos ver su grafica, asi como la asintota vertical. ; Cual es? Para comprobarlo si
la asintota es x = a, escribimos f(a), y si no devuelve ningln valor, se trata de una asintota. £
X

X
y para obtener b, representamos h(x) = f(x) — ax, y vemos hacia qué valores tienden en cada caso. Si no se aprecia

bien, hallamos el valor de h para x muy grande (por ejemplo h(9 999 999)).

Al alejarnos, observamos que puede haber una asintota oblicua y =ax +b. Para hallar a, representamos g(x) =

@ ;Tiene sentido estudiar la concentracion en todo el dominio de la funciéon? ;Qué indica la asintota oblicua?

1. Limites. Aplicaciones e



